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Аннотация
Цель: исследовать влияние турбулентности воздуха на угол поступления лазерного луча в системах 

оптической связи.
Метод: общенаучные и математические методы.
Результат: сформулирована и решена задача оптимального выбора диаметра приемной диа-

фрагмы в зависимости от длины волны лазерного луча при которой усредненная величины угла 
прихода лазерного луча на поверхность диафрагмы приемника достигает минимальной величины. 
Показано, что при наличии обратной 2/3 степенной зависимости диаметра диафрагмы от длины 
волны лазера может быть достигнут минимум среднесуммарной оценки угла поступления лазерного 
луча на поверхность диафрагмы.

Практическая ценность: результаты могут быть использованы при проектировании оптических 
систем атмосферной связи и расчете дальности управления полетом беспилотных летательных  
аппаратов.
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Введение

Для выполнения цели задачи, обозначен-
ной в аннотации, проанализируем влияние 
турбулентности на угол поступления лазерно-
го луча системы открытой оптической связи  
в атмосфере на поверхность диафрагмы  
приемного узла системы. Сформулируем  
и решим задачу оптимального выбора диа-
метра приемной диафрагмы в зависимости 
от длины волны лазерного луча, при которой 
усредненная величины угла прихода лазерно-
го луча на поверхность диафрагмы приемника 
достигает минимальной величины. Опреде-
лим условия, при которых проведенная опти-
мизация может дать реальные результаты.

Обсуждение

Как отмечается в работе [1] турбулентность 
в атмосфере возникает из-за беспорядочно-
го смещения воздуха. Поток становится тур-
булентным потоком, если число Рейнольдся 
определяемое как 

Rl = vL
μ ,

где v – характеристическая скорость потока;  
L – размер масштаба процесса образования 
потока; μ – кинематическая вязкость жидко-
сти. 

Например, при L = 2–10 м; v = 1–5 м/с;  
μ = 15 ∙ 10–6 м2/с получим Rl = 106, что типично 
для турбулентного потока. 

Современное понимание атмосферной 
турбулентности базируется на теории Колмо-
горова-Обухова. Теория Татарского базирует-
ся на теории Колмогорова-Обухова. 

Коффициент рефракции n(r) атмосферы 
может быть выражен в виде

	 n(r) = E[n(r)] + n1(r),	 (1)

где: r – радиус атмосферных частиц, образую-
щих турбулентность; E[n(r)] – показывает опе-
рацию усреднения по ансамблю; n1 – флукту-
ации коэффиента рефракции. При E[n1(r)] = 0; 
E[n(r)] ≈ 1.
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При этом 

	 E[|n1(r ÷ r1) – n1(r1)|2] = Cn
2 r– 23),	 (2)

где 
Cn – является структурной постоянной,  

характеризующей силу турбулентности; при 
Cn = 10–9 говорят о слабой турбулентности,  
а при C = 10–7 говорят о сильной турбулентно-
сти. Следует отметить, что связь между струк-
турной постоянной коэффициента рефракции 
и структурной постоянной температуры пра-
нализирована в работах [2–5]. Согласно [6] 
форма структурной постоянной аппроксими-
мируется при z < 50 м следующим образом 

	 Cn(r) ~ r– 43.	 (3)

Как отмечено в работе [1] эксперименталь-
ные результаты показывают логнормальное 
распределение амплитуды при слабой турбу-
лентности.

Как указывается в работе [1] влиение тур-
булентности на распространение оптического 
луча разнообразно и известны такие явления 
как (а) сцинтиляция оптического сигнала при 
наблюдении внешного источника света (на-
пример, мерцание звезд [2] (b) расширение 
луча, потеря пространственной когерентности 
[3–6] (с) изменение угла поступления луча ла-
зера на приемную диафрагму [1].

Как отмечается в работе [1] все вышеука-
занные эффекты справедливы для точечного 
типа наблюдателя. В случае ненулевого диа-
метра диафрагмы и с увеличением размера 
диафрагмы флуктуации принимаемого сиг-
нала уменьшаются по силе. Такой эффект 
сглаживания флуктуаций были исследова-
ны в работах [7, 8]. В случае слабой турбу-
лентности эффект сглаживания имеет место  
до достижения диаметром диафрагмы вели-
чины (λ ∙ r) 12, после чего сглаживание не про-
исходит. В случае сильной турбулентности 
критическая величина диаметра достачно 
мала по сравнению с размером зоны Френеля  
и находится в пределах параметра трансверс-
ной пространственной когерентности прихо-
дящего лазерного луча. 

Как отмпечается в работе [1] флуктуации 
угла прибытия сигнала на диафрагму (аперту-
ру) приемника являются следствием случай-
ных фазовых искажений, возникающих из-за 
турбулентности различия в фазе. ∆S по при-
емнику может быть аппроксимированы как 

	 ∆S = kd sin α,	 (4)

где α – случайная величина-угол прибытия сиг
нала на поверхность диафрагмы к опреде
ляется как оптическое волновое число 

	 k = 2πλ ,	 (5)

d – диаметр диафрагмы. 
Среднеквадратическая величина угла при-

хода лазерного луча определяется как 

	 σα2 = E{∆S}2

k2d2 ,	 (6)

где E{∆S} – операция усреднения по ансам-
блю.

Далее рассмотрим вопрос об оптимизации 
приемной части cистемы свободной атмос-
ферной связи в плане оптимального выбора d 
в зависимости от длины волны используемого 
лазерного луча.

Допустим наличие множества лазерных 
источников с длиной волны λi, а следователь-
но, и ki, где

	 ki = ki–1 + Δk, где ∆k = const; i = 1,n  ,	 (7)

где k0 = 0
Также допустим наличие множества диа-

фрагм во приемной части системы

	 D = {dj}; j = 1,n  ,	 (8)

где dj = dj–1 + ΔD; Δd = const; D0 = 0.
Введем на рассмотрение дискретную функ-

цию управления 

	 dj = f(ki).	 (9)

На базе выражений (6) и (9) построим сле-
дующий дискретный функционал оптимизации

	 Fg = ∑n
i=1

C
ki

2 f 2(ki)
, 	 (10)

где C = E{∆S 2}.		  (11)

На функцию f (ki) приложим следующее 
ограничительное условия

	 ∑n
i=1 f(ki) = C1; C1 = const.	 (12)

C учетом выражений (10) и (12) составим 
следующий дискретный функционал оптими-
зации 

	 Fg1 = ∑n
i=1

C
ki

2 f 2(ki)
 + λ1 [∑n

i=1 f(ki) – C1],	 (13)

где λ1 – множитель Лагранжа.
Осуществим переход от дискретной моде

ли к непрерывной модели. Воспользуемся 
аналоговой функцией управления 

	 d = φ(k).	 (14)
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Непрерывный аналог функционала (10) 
имеет вид

	 Fa = ∫0kmax C
k2φ2(k) dk,	 (15)

Непрерывный аналог дискретного ограни-
чительного условия (12) имеет вид 

	 ∫0kmaxφ(k)dk = C2; C2 = const.	 (16)

С учетом выражений (15) и (16) составим 
следующий непрерывный целевой функцио-
нал оптимизации F2

	 F2 = ∫0kmax C
k2φ2(k) + λ2 [∫0kmaxφ(k)dk – C2].	 (17)

Для вычисление оптимальной функции 
приводящей F2 к минимальной величине вос-
пользуемся методом Эйлера и Лагранжа,  
согласно которому решение оптимизационной 
задачи (17) должно удовлетворять условию 

	
d{ C

k2φ2(k) + λ2φ(k)}

dφ(k)  = 0.	 (18)

Из условия (18) получаем

	 –2C
k2φ3(k) + λ2 = 0.	 (19)

Из выражения (19) находим 

	 φ(k) = √
2C
k2λ2

3
.	 (20)

При решении (20) функционал (17) дости
гает миниммума, что легко проверить по кри-
терию Лагранжа. Вычисление второй произ-
водной подынтегрального выражения в (17) 
дает всегда положительную величину, что ука-
зывает на то, что функционал F2 при решении 
(20) достигает минимума. 

Вычислим значение λ2. С учетом выраже-
ний (16) и (20) получаем 

	 ∫0kmax √
2C
k2λ2

3
 dk = C2.	 (21)

Из (21) получаем:

	 √
2C
λ2

3
 ∫0kmaxk– 23dk = 3 ∙ √

2C
λ2

3
 k

1
3
max = C2.	 (22)

Из (22) имеем 

	 √
1
λ2

3
 = C2

3k
1
3
max (2C)

1
3
.	 (23)

Из (23) находим 

	 λ2 = 2 ∙ 27kmax C
C2

3 .	 (24)

C учетом выражений (20) и (24) получим

φ(k) = √
C2

3

k227kmax

3
 = C2k

– 2
3

3k
1
3
max

.

Заключение и выводы

Таким образом, сформулированная зада-
ча решена: проанализировано влияние тур-
булентности на угол поступления лазерного 
луча системы открытой оптической связи  
в атмосфере на поверхность диафрагмы при-
емного узла системы. Сформулирована и ре-
шена задача оптимального выбора диаметра 
приемной диафрагмы в зависимости от длины 
волны лазерного луча, при которой усреднен-
ная величины угла прихода лазерного луча  
на поверхность диафрагмы приемника дости-
гает минимальной величины. Определены ус-
ловия, при которых проведенная оптимизация 
может дать реальные результаты, а именно:

1.	 Турбулентность атмосфереы влияет на раз-
личные показатели лазерного луча в систе-
мах открытой атмосферной лазерной свя-
зи, в том числе на угол поступления луча  
на диафрагму (апертуру) приемного узла.

2.	 Показано, что среднеинтегральную вели-
чину угла прихода лазера на поверхность 
диафрагмы может быть минимизирована.

3.	 Показано, что при наличии обратной 2/3 
степенной зависимости диаметра диа-
фрагмы от длины волны лазера может 
быть достигнут минимум среднесуммарной 
оценки угла поступления лазерного луча  
на поверхность диафрагмы.
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INVESTIGATION OF THE EFFECT OF AIR TURBULENCE  
ON THE ANGLE OF ENTRY OF THE LASER BEAM  

TO THE RECEIVING NODE IN OPEN OPTICAL  
SYSTEMS OF ATMOSPHERIC COMMUNICATION

Asadov Kh. G.3, Mammadov A. M.4

Keywords: laser, atmosphere, beam angle, diaphragm, unmanned aerial vehicle.

Abstract
Objective: to study the effect of air turbulence on the angle of laser beam entry in optical communication 

systems.
Method: general scientific and mathematical methods
Result: the  problem of optimal selection of the diameter of the receiving diaphragm depending on  

the wavelength of the laser beam was formulated and solved, at which the average value of the angle  
of arrival of the laser beam on the surface of the diaphragm of the receiver reaches the minimum value.  
It is shown that in the presence of an inverse 2/3 power dependence of the diaphragm diameter on the laser 
wavelength, the minimum of the average total estimate of the angle of entry of the laser beam on the surface 
of the diaphragm can be achieved.

Practical value: the results can be used in the design of optical systems of atmospheric communication 
and the calculation of the flight control range of unmanned aerial vehicles .
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