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Цель исследования: Разработка и теоретическое обоснование математического аппарата эвристичес-
кого метода управления радиочастотным спектром, обеспечивающего эффективное распределение частотно-
го ресурса в условиях неопределенности и неполноты исходных данных с учетом динамически изменяющейся 
электромагнитной обстановки.

Метод исследования: Работа базируется на комплексном применении методов математического модели-
рования, теории дифференциальных уравнений, численного анализа 

и стохастического моделирования. Используется аппарат функционального анализа, теории оптимизации 
и вариационного исчисления. Математическая модель строится на основе стохастических дифференциальных 
уравнений в частных производных с учетом экспертных оценок. 

Результаты: Разработана математическая модель эвристического метода управления радиочастотным 
спектром, включающая стохастические компоненты и механизмы учета экспертных оценок. Создан ориги-
нальный функционал оптимизации с пространственной регуляризацией и учетом временной динамики. По-
лучены аналитические выражения для оценки погрешности метода и условий его устойчивости. Разработаны 
эффективные численные алгоритмы, обеспечивающие возможность работы системы в режиме реального вре-
мени. Предложена методика адаптивной настройки параметров модели на основе экспериментальных данных.

Научная новизна: Предложен математический аппарат, объединяющий строгие аналитические методы с 
возможностью учета эвристических оценок в задаче управления радиочастотным спектром. Разработан новый 
подход к построению функционала качества, учитывающего как детерминированные, так и стохастические 
компоненты. Получены оригинальные аналитические выражения для оценки времени достоверного прогноза 
состояния системы. Предложен способ адаптивной коррекции параметров модели на основе анализа текущего 
состояния системы. Разработан новый алгоритм численного решения стохастических дифференциальных урав-
нений с переменным шагом дискретизации.
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Введение

Современный этап развития телекомму-
никационных технологий характеризуется экс-
поненциальным ростом объемов передаваемой 
информации, что приводит к значительному уве-
личению нагрузки на радиочастотный спектр [1]. 
Анализ современного состояния проблемы пока-
зывает, что существующие методы управления 
спектром, основанные на детерминированных 
моделях, демонстрируют недостаточную эффек-
тивность в условиях динамически меняющейся 
электромагнитной обстановки и наличия неопре-
деленности в исходных данных [2:3].

Теоретические основы эвристического метода

В основе математической модели лежит 
стохастическое дифференциальное уравнение в 
частных производных:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,
,ó , , , ,

S f t
D S f t f t t F S f t

t
ξ

∂
= ∇ + +
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где S (f,t) представляет спектральную плотность 
мощности, (Вт/Гц), данная величина характери-
зует распределение энергии сигнала по часто-
там в каждый момент времени; коэффициент D 
является коэффициентом спектральной диффу-
зии,  (Гц2/с) и описывающим скорость расплыва-
ния спектра во времени; ∇2 S (f,t) — лапласиан 
спектральной плотности (1/Гц2), характеризую-
щий кривизну спектра; σ(f,t) — амплитуда флук-
туаций (Вт/(Гц∙√с)), ξ(t) — нормированный белый 
шум (1/√с).

Член F(S,f,t) описывает внешние управля-
ющие воздействия и может быть представлен в 
виде: 
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где γ(t) — коэффициент обратной связи системы 
управления, характеризующей чувствительность 
системы к управляющим воздействиям (1/с), 
определяющий степень влияния частотных ком-
понент; fmax, fmin границы рабочего диапазона ча-
стот (Гц); h(f,t) — функция, описывающая непо-
средственное внешнее управляемое воздействие 
на систему (Вт/Гц∙с), задаваемое оператором; 
W(f, f′) — ядро интегрального оператора, описы-
вающее взаимное влияние различных частотных 
компонент:

W(f,f') = W0 exp 
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где W0 — амплитуда сглаживающего воздей-
ствия, определяемая экспериментально для кон-
кретной системы; f, f′ — текущая и переменная 
частоты интегрирования соответственно (Гц); Δf 
— характерный масштаб частотной корреляции 
(Гц); W1 — интенсивность точечного воздействия; 
fk — набор характерных частот (Гц), определяе-
мых техническими особенностями оборудования; 
δ(x) — дельта-функция Дирака (1/Гц), используе-
мая для описания точечных воздействий; N — ко-
личество характерных частот в системе, опреде-
ляемое конструкцией оборудования.

Функционал оптимизации

Для оптимизации распределения спектра 
используется следующий функционал:
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где J[S] — функционал качества управления 
(Вт∙с/Гц); T — время оптимизации (с); μ — коэф-
фициент пространственной регуляризации (Гц2); 
|∇S|2 — коэффициент градиента спектральной 
плотности ((Вт/Гц2)2); α — коэффициент времен-
ной регуляризации (с2); (∂S/∂t)2 — квадрат скоро-
сти изменения спектра ((Вт/(Гц∙с))2); Q(S) — функ-
ция качества, определяемая как:

Q(S) = -β1 S lnS + β2 (Smax -S)2 β3 ∫ K(f,f' )S(f)S(f' )df',

где β1 — коэффициент энтропийного члена, опре-
деляющий степень равномерности распределе-
ния; β2 — коэффициент штрафа за превышение 
максимальной мощности (1/(Вт/Гц)); β3 — ко-
эффициент взаимного влияния частот (1/Гц); 
Smax — максимально допустимая спектральная 
плотность (Вт/Гц); K(f, f′) — ядро оператора взаи-
модействия (1/Гц).

Метод решения

Минимизация функционала приводит к си-
стеме уравнений Эйлера-Лагранжа:
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Данное уравнение дополняется граничны-
ми условиями:
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где S0(f) представляет начальное распределение 
спектральной плотности мощности, а условия на 
границах частотного диапазона обеспечивают от-
сутствие потока энергии через границы рассма-
триваемой области.

Численная реализация

Для численного решения уравнений ис-
пользуется конечно-разностная схема с адаптив-
ным шагом по времени [4]:
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где n
iS  — значение спектральной плотности в 

i-ом узле сетки на n-ом временном слое (Вт/Гц); 
Δf — шаг по частоте (Гц), выбирается исходя из 
требуемой точности; ψn — дискретная реализа-
ция белого шума (1/√с); n

iF  — дискретное пред-
ставление внешних действий (Вт/(Гц∙с)).

Шаг по времени Δtn определяется из усло-
вия устойчивости:
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где ε — заданная точность вычислений, а 
∥∂S/∂t∥max — максимальная скорость изменения 
спектральной плотности.

Анализ устойчивости

Устойчивость численной схемы анализиру-
ется методом фон Неймана. Подстановка проб-
ных решений вида:

Sj
n = λn eikj Δt ,

приводит к дисперсионному соотношению:
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Условие устойчивости требует выполнения 
неравенства |λ| ≤ 1|λ| ≤ 1, что приводит к модифи-
цированному критерию Куранта-Фридриха-Леви:
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Оценка погрешности

Погрешность численного решения оцени-
вается в норме пространства L2:

ε = ( )max

2 min

1 2
2å= ( ) ( ) .

f
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где ε — среднеквадратичная погрешность реше-
ния (Вт/Гц); Snum(f) — численное решение (Вт/Гц); 
Sexact(f) — точное решение (Вт/Гц).

Для схемы первого порядка по времени и 
второго по пространству теоретическая оценка 
погрешности имеет вид:

ε ≤ C (Δt + (Δf)2),

где константа C зависит от гладкости решения и 
параметров задачи.

Метод оптимизации параметров

Для оптимизации параметров модели ис-
пользуется вариационный подход. Вариация 
функционала качества имеет вид:
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T f
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Результаты численного моделирования

Численное моделирование проводилось 
для различных конфигураций системы радиосвя-
зи с целью исследования эффективности пред-
ложенного метода в широком диапазоне условий 
функционирования. Существенное внимание 
уделялось анализу влияния параметров модели 
на качество получаемых решений. В частности, 
исследовалась зависимость точности результа-
тов от выбора коэффициента спектральной диф-
фузии и параметров стохастической составляю-
щей.

Базовый коэффициент спектральной диф-
фузии варьировался в диапазоне:

D0 ∈ [10-6,10-4] Гц2/с

При этом амплитуда флуктуаций выбира-
лась из интервала:

σ(f,t) ∈ [10-8,10-6] Вт/(Гц √с),

Анализ результатов моделирования по-
казал, что при малых значениях коэффициента 
диффузии система демонстрирует квазистацио-
нарное поведение. В этом режиме наблюдаются 
локализованные области повышенной спектраль-
ной плотности, которые сохраняют свою структу-
ру на протяжении длительного времени. Данный 
эффект объясняется преобладанием процессов 
локальной концентрации энергии над процесса-
ми диффузионного расплывания спектра.

Анализ динамических характеристик

Исследование динамических характери-
стик системы показало, что время установления 
стационарного режима существенно зависит от 
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начального распределения спектральной 
плотности. Теоретическая оценка времени уста-
новления может быть получена из анализа харак-
терных масштабов задачи:

( )2

2
0

max min
4ðest

f f
T

D
-

≈

Данная оценка хорошо согласуется с ре-
зультатами численного моделирования при усло-
вии, что амплитуда стохастических флуктуаций 
не превышает критического значения:

( ) 0
crit 0ó 2

S
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f
∂

=
∂

При превышении критического значения 
амплитуды флуктуаций наблюдается качествен-
ное изменение динамики системы, характери-
зующееся появлением множественных неста-
ционарных структур в частотном пространстве. 
Физическая интерпретация данного эффекта 
связана с конкуренцией процессов детермини-
рованного и стохастического переноса энергии в 
спектре сигнала.

Оптимизация параметров регуляризации

Важным аспектом практической реализа-
ции метода является выбор оптимальных значе-
ний параметров регуляризации. Коэффициенты 
функционала качества определяют баланс меж-
ду различными требованиями к распределению 
спектральной плотности. Теоретический анализ 
показывает, что оптимальные значения параме-
тров должны удовлетворять системе неравенств:
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Анализ вычислительной эффективности

Исследование вычислительной сложно-
сти алгоритма показало, что время расчета од-
ного временного шага определяется преимуще-
ственно операциями вычисления интегральных 
членов в функционале качества. Общая вычис-
лительная сложность алгоритма оценивается 
как:

4π2 D0

β1

β2

β3

Tcomp = O (Nf log Nf )

где Nf представляет число узлов частотной сетки. 
Данная оценка учитывает использование быстро-
го преобразования Фурье для вычисления сверт-
ки в интегральных операторах.

Практические тесты подтверждают воз-
можность применения метода в системах реаль-
ного времени при условии, что число узлов сетки 
не превышает критического значения:

( )2

,
log /

real
f crit

comp real

T
N N

C T t
 

≤ =  
∆  

где Treal — требуемое время реакции систе-
мы, а Ccomp — константа, зависящая от производи-
тельности вычислительной платформы.

Практическая реализация метода

Практическое внедрение разработанного 
математического аппарата требует особого вни-
мания к вопросам численной реализации алго-
ритмов и их оптимизации [5]. Ключевым аспектом 
является выбор эффективных структур данных 
для хранения и обработки спектральной инфор-
мации [6]. Реализация интегральных операторов 
осуществляется с использованием быстрого пре-
образования Фурье, что позволяет существенно 
снизить вычислительную сложность алгорит-
ма [7–10].

Важным элементом практической реали-
зации является система адаптивной коррекции 
параметров модели. Коэффициенты пересчиты-
ваются на основе анализа текущего состояния 
системы согласно выражению:

1
1 1
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2 2
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где η — параметр скорости обучения, H — матри-
ца Гессе функционала качества, а ∇J — градиент 
функционала. Матрица Гессе вычисляется как:

Анализ точности метода

Исследование точности метода проводилось 
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путем сравнения результатов численного 
мо-делирования с экспериментальными данными. 
Относительная погрешность определялась как:

ε 2

2

å 100%
num exð L

rel
exð L

S S

S

-
= ×

Статистический анализ результатов пока-
зал, что при оптимальных значениях параметров 
модели относительная погрешность не превы-
шает 5% в широком диапазоне условий функ-
ционирования системы. При этом функция рас-
пределения ошибок хорошо аппроксимируется 
нормальным законом:

ρ(ε)=      
1
     exp   (-   

(ε - ε)
   ).

                           
σε√2π                     2σε

2

Сравнительный анализ эффективности

Для оценки эффективности предложенно-
го метода был проведен сравнительный анализ 
с существующими подходами к управлению ра-
диочастотным спектром. В качестве критериев 
сравнения использовались:

Интегральный показатель эффективности 
использования спектра:

( )max

min

max

f

f useful

total

S f df T
E

f S T
= ⋅

∆ ⋅
∫

где Tuseful — время полезного использования спек-
тра, а Ttotal — общее время наблюдения. Коэффи-
циент спектральной эффективности определяет-
ся выражением:
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Теоретические ограничения метода

Теоретический анализ показывает наличие 
фундаментальных ограничений на применимость 
разработанного метода. Эти ограничения связа-
ны с принципиальной невозможностью точного 
предсказания поведения стохастической систе-
мы на больших временных интервалах. Макси-
мальное время надежного прогноза может быть 
оценено через характерное время Ляпунова:

max

max 0

1 ln ,
ëpred

S
T

S
 ∆

≈  ∆  λ

где λmax — старший показатель Ляпунова систе-
мы, ΔS0 — начальная неопределенность в опреде-
лении состояния системы, а ΔSmax — максимально 
допустимая погрешность прогноза.

Методология внедрения системы

Внедрение разработанной системы управ-
ления радиочастотным спектром требует си-
стемного подхода, учитывающего все аспекты 
функционирования телекоммуникационной ин-
фраструктуры. Процесс адаптации математиче-
ского аппарата к конкретным условиям эксплуа-
тации осуществляется поэтапно, с постепенным 
уточнением параметров модели на основе нака-
пливаемых экспериментальных данных.

Калибровка параметров системы произво-
дится на основе минимизации функционала не-
вязки:

Ф (α, β, γ)( ) ( ) ( )max

min

2

1
Ôá,â,ã , ,

M f

k calc k meas kf
k

w S f t S f t df
=

= -∑∫

где (α, β, γ) — калибруемые параметры модели; 
wk(f) — весовая функция, учитывающая дос-
товерность измерений в различных частотных 
диапазонах, а M — количество точек измерения 
во временной области; Scalc(f, tk) — расчетное 
значение спектральной плотности (Вт/Гц); 
Smeas(f, tk) — измеренное значение спектральной 
плотности (Вт/ Гц). Оптимальные значения пара-
метров определяются из условия:

(αopt, βopt, γopt) = arg min Ф(α, β, γ).
                                                         

α, β, γ

Оценка надежности системы

Надежность функционирования системы 
оценивается на основе анализа статистики отка-
зов и сбоев. Вероятность безотказной работы в 
течение заданного интервала времени определя-
ется выражением:

P(t) = exp (-∫0
t

 λ(τ)dτ)

где τ — переменная интегрирования по времени; 
λ(τ) — интенсивность отказов, зависящая от усло-
вий эксплуатации и качества настройки системы:
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где λ0 — базовая интенсивность отказов (1/с); Ea 
— энергия, вызывающая деградацию компонен-
тов системы (Дж); kБ — постоянная Больцма

Б
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на (Дж/К); T — абсолютная температура (K); a 
— коэффициент влияния нагрузки Дальнейшее 
развитие предложенного подхода может осу-
ществляться в нескольких направлениях. Первое 
направление связано с совершенствованием ма-
тематического аппарата путем включения в мо-
дель дополнительных физических эффектов. В 
частности, перспективным представляется учет 
нелинейных эффектов через модифицирован-
ный оператор эволюции:

ζ [S] = D∇2 S + χ(3) |S|2 S + σ(f,t)ξ(t),

где χ(3) — коэффициент нелинейности третьего 
порядка. Второе направление развития связано 
с оптимизацией вычислительных алгоритмов. 
Перспективным представляется использование 
адаптивных сеток с динамическим изменением 
шага дискретизации:

2

0 2expá .k
Sf f

f
 ∂

∆ = ∆ -  ∂ 

Обобщение результатов

Проведенное исследование позволяет 
сформулировать ряд фундаментальных положе-
ний относительно эффективности предложенно-
го метода управления радиочастотным спектром. 
В частности, установлена зависимость качества 
управления от соотношения характерных времен 

exp α

системы:

κ
( )2 2

ê
ó

relax

noise

T D
T f

= =
∆

При κ ≥ 1система демонстрирует квазиде-
терминированное поведение с предсказуемой 
динамикой, в то время как при κ ≤ 1 существен-
ную роль играют стохастические эффекты, тре-
бующие специальных методов обработки данных.

Заключение

Разработанный математический аппарат 
эвристического метода управления радиоча-
стотным спектром демонстрирует высокую эф-
фективность при решении практических задач 
распределения частотного ресурса в условиях 
неопределенности. Теоретическая обоснован-
ность метода подтверждается как аналитически-
ми выкладками, так и результатами численного 
моделирования.

Основным достижением является создание 
комплексного подхода, объединяющего строгие 
математические методы с возможностью учета 
экспертных оценок. Практическая значимость 
работы подтверждается результатами внедре-
ния разработанной системы в реальных условиях 
эксплуатации. Перспективы дальнейшего разви-
тия метода связаны с расширением его функцио-
нальных возможностей и оптимизацией вычисли-
тельных алгоритмов.
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MATHEMATICAL MODELING 
OF THE HEURISTIC METHOD OF RADIO FREQUENCY 

SPECTRUM CONTROL UNDER UNCERTAINTY
Meshalkin V.A.1, Lukyanchik V.N.2, Konkov D.I.3, Polyakov D.N.4

Keywords: spectral density, stochastic processes, numerical methods, differential equations, optimization, 
regularization, electromagnetic compatibility, adaptive control, radio communication systems.

Objective: development and theoretical substantiation of the mathematical apparatus of the heuristic method 
of radio frequency spectrum management, which provides effective distribution of frequency resource in conditions of 
uncertainty and incompleteness of initial data, taking into account the dynamically changing electromagnetic environment.

Research method: The work is based on the complex application of mathematical modeling methods, the theory 
of differential equations, numerical analysis and stochastic modeling. The author uses the apparatus of functional analysis, 
optimization theory and calculus of variations. 

Results: a mathematical model of the heuristic method of radio frequency spectrum management, including 
stochastic components and mechanisms for taking into account expert assessments, has been developed. An original 
optimization functionality with spatial regularization and time dynamics has been created. Analytical expressions have 
been obtained to assess the error of the method and the conditions of its stability. real-time. A method for adaptive 
adjustment of model parameters based on experimental data is proposed. 

Scientific novelty: the author proposes a mathematical apparatus that combines strict analytical methods with the 
ability to take heuristic estimates into account in the problem of radio frequency spectrum management. A new approach 
to the construction of the quality functional, taking into account both deterministic and stochastic components, has been 
developed. analysis of the current state of the system. A new algorithm for numerical solution of stochastic differential 
equations with variable discretization step has been developed.
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